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摘要: 用解矩阵方程的方法直接证明: 对任一个单位上Hessenberg 矩阵 H ,存在上Hessenber g的 Toeplitz矩阵 T 和
单位上三角阵 X ,使得 XHX - 1 = T ,并且证明这样的 T 和X 都是唯一的.
关键词: Hessenberg 矩阵; T oeplitz矩阵; 矩阵方程











为叙述方便,把 n 阶方阵A 的元素 ai , j 的下标
满足 j - i = k 所在的位置称为A 的第 k 条对角线.
这样 n阶矩阵A 共有2 n - 1条对角线. 若 A 的每条
对角线上的元素都相等, 则称 A 为 Toeplitz矩阵, 即
n 阶 Toeplitz矩阵形如:
a0 a1 a2 an- 1
a- 1 a0 a1 an- 2
a- n+ 1 a- 1 a0
简记它为 Toep ( a- n+ 1, , a- 1, a0, an- 1) , 这里
ai ( i = - n + 1, , 0, 1, , n - 1)是2n - 1个复数.
对一个 n 阶矩阵H = ( h i, j ) ,若 i > j + 1时,
h i, j = 0,则称 H 上Hessenberg 阵. 若又有 h i+ 1, i =
1, 则称 H 为单位上Hessenberg阵. T oep ( 0, , 0, 1,






定理 1 设 H 是一个单位上Hessenberg矩阵,
那么存在一个单位上三角矩阵 X 和一个单位上
Hessenberg 的 Toeplit z矩阵 T ,使得 XHX - 1 = T .
证 设 T = Toep (0, , 0, 1, a0, , an- 1) ,要
使 XH X- 1 = T , 即 XH = TX ,或
1 x 1, 2 x 1, 3 x 1, n
0 1 x 2, 3 x 2, n
0 1 x n- 1, n
0 0 1
 
h1, 1 h1, 2 h1, 3 h1, n
1 h2, 2 h2, 3 h2, n
0 1
hn- 1, n
0 1 hn, n
=
a0 a1 a2 an- 1





1 x 1, 2 x 1, 3 x 1, n
0 1 x 2, 3 x 2, n
0 1 x n- 1, n
0 0 1
( 1)
我们将证明方程(1) 有解. 显然, XH = TX 当且仅
当方程( 1) 两边的每条对角线元素均对应相等. 利
用这一点,可递推求出 ai和x i, j .由前面所述, XH 和
TX 均是单位上Hessenberg矩阵,故方程(1) 两边的
第- n + 1, - n + 2, , - 1 条对角线元素相等.
比较(1) 两边的第 0条对角线,可得:
h1, 1+ x 1, 2 = a0
hi , i + x i , i+ 1 = x i- 1, i + a0 ( i = 2, , n - 1)






h i, i + !
n- 1
i = 1
x i , i+ 1 = !
n
i= 2
x i- 1, i + n  a0
因此, a0 = !
n
i= 1
h i, i / n.
把 a0 代回方程组( 2) ,可求得 X 的第 1条对角
线元素为:
x i , i+ 1 = i  a0- !
i
l= 1
hl , l ( i = 1, 2, , n - 1) .
更一般地,假设已确定 X 的前 k + 1条线(从第
0条开始计数) 和 T 的前 k 条对角线元素,比较( 1)
式两边的第 k 条对角线,我们得到:
h1, k+ 1+ x 1, 2h2, k+ 1+ + x 1, k+ 1hk+ 1, k+ 1+ x 1, k+ 2 =
a0x 1, k+ 1+ + ak- 1x k , k+ 1+ ak
h i , i+ k + x i , i+ 1h i+ 1, i+ k + + x i , i+ kh i+ k , i+ k + x i, i+ k+ 1 =
x i- 1, i+ k + a0 x i, i+ k + + ak- 1 x i+ k- 1, i+ k + ak
( i = 2, , n - k - 1)
hn- k , n + x n- k, n- k+ 1hn- k+ 1, n+ + x n- k, nhn, n =






h l , l+ k + !
l+ k
j= l+ 1
x l , jhj , l+ k - !
k- 1
j= 0
aj x l+ j , l+ k
/ ( n - k )










x l, jhj , k+ l
k = 1, 2, , n - 1, i = 1, 2, , n - k - 1
(4)
从方程(4) 和上面刚得到的 a0 和 x i , i+ 1 i = 1,
2, n- 1,可递推求得 T 的第k条对角线ak和X 的
第 k + 1条对角线元素 x i , i+ k+ 1, 即求得满足定理条
件的 X 和T .
3 唯一性的证明
下一个定理将指出定理 1中的 T 和X 是唯一
的.
定理 2 对任一个单位上 Hessenberg 矩阵 H ,
若存在单位上三角矩阵 X 1, X 2和单位上Hessenberg
的 Toeplit z矩阵 T 1, T 2,使得 X 1H = T 1X 1, X 2H
= T 2X 2,那么 X 1 = X 2, T 1 = T 2.
证 设 X 1 = ( x i , j ) , X 2 = ( x i , j ) ,以及
T 1 = T oep ( 0, , 0, 1, a0, , an- 1) ,
T 2 = T oep ( 0, , 0, 1, a 0, , an- 1)
记 Y = X 1 - X 2 = ( yi , j ) .
由 H 相似于T 1, H 相似于T 2, 我们得到 tr ( H )
= tr ( T 1) = t r ( T 2) , 因此 a0 = a 0.
下面根据对角线的序数用归纳法证明定理.
由( X 1- X 2)H = YH = T 1X 1 - T 2X 2,即有
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0 y 1, 2 y 1, 3 y 1, n
0 0 y 2, 3 y 2, n
0 0 yn- 1, n
0 0 0
 
h1, 1 h1, 2 h1, 3 h1, n
1 h2, 2 h2, 3 h2, n
0 1
hn- 1, n
0 1 hn, n
=
a0 a1 a2 an- 1





1 x 1, 2 x 1, 3 x 1, n
0 1 x 2, 3 x 2, n
0 1 x n- 1, n
0 0 1
-
a0 a 1 a2 an- 1





1 x 1, 2 x 1, 3 x 1, n
0 1 x 2, 3 x 2, n
0 1 x n- 1, n
0 0 1
( 5)
当 k = 0时, 有
y 1, 2 = a - 0- a0
yi , i+ 1 = x i- 1, i + a0 - x i- 1, i - a0 =
y i- 1, i + a0 - a0, i = 2, , n - 2
0 = x n- 1, n+ a0- x n- 1, n - a0 = y n- 1, n+ a0- a0
(6)
由 a0 = a0 容易得到 yi , i+ 1 = 0 ( i = 1, 2, , n -
1) ,即 Y 的第 1条对角线元素均为 0.
假设 Y 的第 k + 1条(从第 0条开始计数) 对角
线元素均为 0,且 ai = a i ( i = 0, 1, , k - 1) ,再由
(6) 式两边的第 k 条对角线元素对应相等,有
y 1, 2 h2, k+ 1 + + y 1, k+ 1 hk+ 1, k+ 1 + y 1, k+ 2 =
a0y 1, k+ 1 + + ak- 1y k, k+ 1+ ak - ak
yi , i+ 1 hi+ 1, i+ k + + y i, i+ khi+ k, i+ k + yi , i+ k+ 1 =
yi- 1, i+ k + a0yi , i+ k + + ak- 1 yi+ k- 1, i+ k +
ak - ak ( i = 2, , n - k- 1)
yn- k, n- k+ 1 hn- k+ 1, n + + yn- k , n- 1 hn- 1, n + y n- k , nhn, n =
yn- k- 1, n + a0 yn- k, n + + ak- 1y n- 1, n + ak - ak
(7)
由归纳假设,式(7) 可化简得到
y 1, k+ 2 = ak - ak
yi , i+ k+ 1 = yi- 1, i+ k + ak - ak( i = 2, , n - k - 1)
0 = y n- k- 1, n + ak - ak
(8)
把这 n - k 个方程相加, 得 !
n- k- 1
i= 1




y i- 1, i+ k + ( n - k ) ( ak - ak ) , 即( n - k ) ( ak -
ak ) = 0,我们有 ak = ak .
把 ak = ak代回方程( 8) 求解,可得 yi , i+ k+ 1 =
0 ( i = 1, 2, , n - k - 1) .综上所述可知 Y = X 1








阵 T 和单位上三角阵X ,使得 XHX - 1 = T .
第 1步: 计算: a0 = !
n
i= 1
h i , i / n 和 x i, i+ 1 =
i  a0 - !
i
l= 1
h l, l ( i = 1, 2, , n - 1) .





hl , l+ k+ !
l+ k
j = l+ 1
xl , jhj , l+ k- !
k- 1
j = 0
aj x l+ j , l+ k /
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xj+ l, k+ l -
h l, k+ l - !
k+ l
j = l+ 1
x l , jhj, k+ l




2 2 6 5
1 4 3 4
0 1 6 3
0 0 1 8
根据算法程序算出相应的 X 和T 如下:
X =
1 3 7 9
0 1 4 6
0 0 1 3
0 0 0 1
,
T = Toep (0, 0, 1, 5, 6, 7, 8) =
5 6 7 8
1 5 6 7
0 1 5 6
0 0 1 5
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On Similarity of Hessenberg Matr ix and T oeplizt M atrix
LU Lin zhang, ZHANG Mei hong
( Dept. of M ath. , Xiamen U niv. , Xiamen 361005, China)
Abstract: For any n  n complex unit upper Hessenberg matrix H , there exist a unique unit triangular matrix
X and a unique unit upper Hessenberg Toeplit z matrix T such that XH X- 1 = T . The proof is simple and con
st ruct ive, by means of solving the matrix equation direct ly .
Key words: Hessenberg matrix; Toeplitz matrix; matrix equation
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